RAPPELS DE THEORIES DES CATEGORIES

GEOFFROY HOREL

1. GENERALITES

Définition 1. Une catégorie C' est la donnée suivante.

e Un ensemble noté Ob(C') dont les éléments sont appelés les objets de C.

e Un ensemble Homeg(x,y) pour toute paire (x,y) d’objets de C' dont les éléments
sont appelés les morphismes de x vers y.

e Un élément id, dans Homg(x, z) pour tout objet z de C' appelé l'identité de x.

e Des applications de compositions

Home (y, 2) X Home(z,y) — Home(z, 2)
(f:9) = fog

pour tout triplet (x,y, z) d’objets de C.
Ces données doivent par ailleurs satisfaire les axiomes suivants.
e Pour toute paire d’objets (z,y) et tout élément f de Home(x,y), on a

foidy = fetidyo f=f.

e Pour tout quadruplet (z,y,z,t) d’objets de C, et pour tout élément (f,g,h) de
Home(z,t) x Home(y, 2) x Home(z, y), on a 1’égalité
(fog)oh=fol(goh).
Notation 2. On utilisera souvent des fleches pour symboliser les morphismes d’une caté-
gorie. Ainsi la phrase “soit f : x — y” est totalement équivalente a “soit f un élément de

Home (z, y)”. 11 faut d’ailleurs noter que dans de nombreux textes le mot “fleche” est utilisé
a la place du mot “morphisme”.

Remarque 3. Cette remarque est un point un peu technique qui peut étre ignoré sans nuire
a la compréhension de la théorie. Il se trouve que de nombreux objets que I'on souhaiterait
appeller catégories ne rentrent pas tout a fait dans le cadre de cette définition car leurs
objets ne forment pas un ensemble. Il est par exemple bien connu qu’il ne peut pas exister
d’ensemble des ensembles (paradoxe du barbier), cependant, on souhaiterait pouvoir parler
de la catégorie des ensembles dont les objets sont les ensembles et les morphismes sont les
applications entre ensembles. Ce probleme peut étre résolu en utilisant la théorie des univers
de Grothendieck. En bref, on suppose qu’on dispose de deux modeles pour la théorie des
ensembles, I'un dont les éléments sont appellés les petits ensemble et ’autre, contenant le
premier, dont les éléments sont appellés les grands ensembles. On suppose aussi qu’il existe
un grand ensemble des petits ensembles. On peut alors parler de la catégorie des ensembles.
Ses objet forment un grand ensemble et ses morphismes sont des petits ensembles. Cet
exemple nous incite a poser la définition suivante.

Définition 4. Une catégorie est dite localement petite si pour toute paire d’objets (z,y),
I’ensemble des morphismes Home (z, y) est un petit ensemble. Elle est dite petite si elle est
localement petite et si son ensemble d’objets est petit.

Remarque 5. Dans ce cours, sauf mention du contraire, une catégorie est par défaut
localement petite. De méme un ensemble est par défaut petit.

Exemple 6. Nous donnons quelques exemples de catégories.
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e La catégorie vide notée @ est 'unique catégorie dont I’ensemble des objets est vide.

e A un ensemble partiellement ordonné (E, <), on peut associer une catégorie notée
FE dont I'ensemble des objets est E et dont ’ensemble des morphismes est donné par
la formule suivante

Hompg(z,y) =+siz <y

Hompg(z,y) = & sinon.

On se convaincra facilement qu’il existe un unique choix pour la composition.

e Etant donné un groupe G ou plus généralement un monoide, on dispose d’une caté-
gorie #G avec un unique objet * et avec Homgg(*,*) = G. La composition est
donnée par la multiplication du groupe. La donnée d’une catégorie avec un unique
objet est exactement équivalente a la donnée d’un monoide.

e Pour n un entier naturel, on note [n] I’ensemble totalement ordonné {0, 1,...,n}. On
note A la catégorie dont les objets sont les entiers naturels et telle que Homa ([n], [m])
est ensemble des applications croissantes de [n] dans [m)].

e On a déja parle de la catégorie Ens dont les objets sont les (petits) ensembles et les
morphismes sont les applications entre ensembles.

e La catégorie Grp est la catégorie dont les objets sont les groupes et dont les mor-
phismes sont les morphismes de groupes.

e On peut de méme définir la catégorie Ab des groupes abéliens, Mod; des modules sur
un anneau k, Ann des anneaux, etc.

e La catégorie Top est la catégorie dont les objets sont les espaces topologiques et les
morphismes sont les applications continues.

e La catégorie Diff dont les objets sont les variétés lisses et les morphismes sont les
applications C'*°.

Définition 7. Soit C, une catégorie. Sa catégorie opposée notée C°P a les mémes objets
que C' mais les morphismes sont donnés par 1’équation

Home (z,y) = Homeon (y, ).

Si g € Home(z,y) et f € Home(y, z), on définit g o f dans C°P comme la composée
go f € Homg(z, z) = Homgor (2, x).

Définition 8. Soient C' et D deux catégories. La catégorie produit C' x D est la catégorie
dont l'ensemble des objets est Ob(C) x Ob(D) et dont les ensembles de morphismes sont
donnés par la formule

Homew p((z,y), (2',y")) = Home(z,2') x Homp (y, )

Définition 9. Soit C' une catégorie, x, vy, z et t quatre objets de C' et f:x — vy, g:y — ¢,
h:x — z,i:2z—t quatre morphismes. On dit que le carré
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est commutatif si on a 1’égalité go f =i o h.
Remarque 10. On peut également parler de triangle commutatif, de pentagone commu-
tatif, etc. Cette notion est simplement une facon visuelle de représenter une équation.

2. FONCTEURS

Les catégories sont elle-mémes des structures algébriques et il existe donc une notion de
morphismes entre catégories.
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Définition 11. Soit C' et D deux catégories, un foncteur entre C et D est la donné d’une
application F' : Ob(C) — Ob(D) et d’applications également notées F' de Homeg (x,y) vers
Homp (F(z), F(y)) pour toute paire (x,y) d’objets de C. Cette donnée devant vérifier les
axiomes suivants

e On a F(id;) = idp(y) pour tout objet 2 de C.
e On a équation F(f o g) = F(f) o F(g) pour toute paires (f,g) de morphismes de
C dont la composition est bien définie.

Définition 12. Soient C', D et F des catégories et F': C — D et G : D — FE des foncteurs.
Alors, on peut définir un foncteur G o F' par les formules G o F(x) = G(F(x)) pour x un
objet de C' et Go F(f) = G(F(f)) pour f un morphisme de C.

On dispose aussi d’un foncteur identité ide : C — C' pour toute catégorie. Il est donc
possible de définir la catégorie Cat des petites catégories.

Exemple 13. Nous donnons quelques exemples de foncteurs.

e Un foncteur F' : G — Ens est la donnée d’un ensemble muni d’une action du
groupe G. En effet, si on note X 1’ensemble F'(x) (ou * est I'unique objet de BG),
on constate que F' induit un morphisme de monoide

G — Homgys (X, X)

qui est exactement équivalent a la donnée d’une action de G sur X.

e De méme un foncteur ZG — Ab est la donnée d’un groupe abélien muni d’une
action additive de G, un foncteur de ABG vers Mody, est une k-représentation de G,
etce.

e Soit N I'ensemble des entiers naturels munis de la relation d’ordre <. Un foncteur
N — Ens est la donnée d’une collection d’ensembles X, indexée par les entiers
naturels et d’applications f, : X,, — X, 11.

e On dispose d’'un foncteur U : Grp — Ens qui envoie un groupe sur son ensemble
sous-jacent. On appelle souvent U le “foncteur oubli”. On peut définir des foncteurs
similaires Mod; — Ens, Ann — Ens.

e On dispose d’un foncteur C'C' : Top — Ens qui envoie un espace topologique X sur
I’ensemble des ses composantes connexes.

e Etant donnée une catégorie C, on dispose d’un foncteur C°P x C' — Ens qui envoie
une paire (z,y) d’objets de C' sur Home (x, y).

Exemple 14. Un foncteur A°? — Ens est appellé un ensemble simplicial. En raison de
I'importance des ces objets en théorie de I’homotopie, nous allons essayer d’en donner une
description plus explicite. La donnée d’un foncteur X : A°? — Ens est en particulier la
donnée d’une famille d’ensemble {X,,},en indexée par les entiers naturels. Il y a ensuite
des applications X,, — X,, pour chaque applications croissante [m] — [n]. On va donner
des noms particuliers & certaines de ces applications. Pour tout i € {0,...,n + 1}, il existe
une unique application injective croissante de [n] vers [n + 1] dont I'image ne contient pas
i. On appelle i-eme face de X et on note d; : X,,+1 — X, application induite par la
structure d’ensemble simplicial. De méme étant donné j € {0,...,n}, il existe une unique
application surjective croissante [n + 1] — [n] qui envoie j et j 4+ 1 sur le méme élément.
On appelle j-éme dégénérescence de X et on note s; : X,, — X, 41 l'application induite
par la structure d’ensemble simplicial. Il n’est pas difficile de montrer que tout application
croissante [n] — [p] peut s’écrire comme une composition des applications des deux types
précédents. La structure d’ensemble simplicial est donc déterminée par les ensembles X,
et les applications de faces et de dégénérescences entre eux. Cependant la structure de
la catégorie A impose certaines relations entre ces applications. Il n’est pas difficile de se
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convaincre que les relations suivantes doivent étre satisfaites.
diodj=dj_10d;sii<j,
8;05; =5;08;_1511>7,
diOSj =S5j-1 od;sit < j,
diosj=idsit=joui=j+1,
diOS]‘ZS]‘Odi_l sit>7j+ 1.

Ce qui est plus difficile est de montrer que ces identités suffisent, de sorte qu’on peut définir
un ensemble simplicial comme une collection {X,,},en munie d’application de faces et de
dégénérescences satisfaisant les identités ci-dessus. Ce résultat ne sera cependant pas utilisé
dans ce cours.

On peut de méme définir un groupe simplicial, un groupe abélien simplicial, un k-module
simplicial, etc. comme un foncteur de A°P vers Grp, Ab, Mody, etc. Dans chaque cas, il s’agit
d’une suite d’objets {X,, }nen dans la catégorie considérée, muni de morphismes de faces et
de dégénérescences satisfaisant les identités ci-dessus.

Exemple 15. Il existe un foncteur “groupe libre” G : Ens — Grp. Pour S un ensemble,
on appelle mot simplifié de S un mot fini w dans Ialphabet {s,s € S} U {s7!,s € S} tel
que pour tout s dans S, les mots ss~! et s™!s ne soient pas des sous mots de w. On note
G(S) Vensemble des mots simplifiés de S. Il existe une structure de groupe sur G(S) dont
I’élément neutre est le mot vide et le produit est donné par la concaténation des mots avec
la régle que si un sous-mot de la forme ss~! ou s~!s apparait, on peut le supprimer. On
a une injection ensembliste évidente S — G(S) et on peut vérifier que pour tout ensemble
S et tout groupe H, un morphisme de groupe G(S) — H est complétement déterminé par
sa restriction & S C G(S5). Il n’y a par ailleurs aucune condition sur ce que peut étre cette
restriction de sorte que I’application de restriction

Homerp (G(S), H) — Homgys (S, H)
est une bijection.

Exemple 16. De manieére analogue, on peut construire un foncteur “groupe abélien libre”
Ens — Ab. Pour S, un ensemble, on note Z(S) la valeur de ce foncteur. En tant qu’ensemble,
il est I’ensemble des sommes formelles ) ¢ as.s ot les coefficients a, sont des entiers presque
tous nuls. Il existe une structure de groupe abélien évidente sur Z(S). Par ailleurs I'injection
S — Z{(S) envoyant s sur 1.s induit une application de restriction

HomAb(Z<S>, M) — HomEns(S, M)

qui est une bijection.

On peut aussi construire exactement de la méme fagon un foncteur R-module libre pour
R un anneau commutatif. Il suffit de demander a ce que les coefficients a4 de la construction
précédente soient des éléments de R au lien d’étre des nombres entiers. On notera R(S) ce
foncteur.

Définition 17. Soient C et D deux catégories. Un foncteur F': C' — D est dit pleinement
fidele si pour toute paire (z,y) d’objets de C, le foncteur F' induit une bijection

Hom¢(z,y) — Homp (F(x), F(y)).

Définition 18. Un morphisme f : z — y dans une catégorie C est un isomorphisme s’il
existe un morphisme g : y — x tel que fog =id, et go f =id,. On dit dans ce cas que g
est I'inverse de f. Deux objets x et y sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme entre
eux.

Remarque 19. Un argument standard d’algebre montre que l'inverse d’'un morphisme est
unique lorsqu’il existe.
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Remarque 20. Dans certaines catégories les isomorphismes portent un nom spécial, par
exemple dans Ens, on les appelle bijections, dans Top on les appelle homéomorphismes dans
Diff on les appelle difféomorphismes.

Proposition 21. Soient F': C' — D un foncteur entre deux catégories. Si f est un isomor-
phisme de C, alors F(f) est un isomorphisme de D. De méme si deuz objets x ety de C
sont isomorphes, F(x) et F(y) sont isomorphes.

Proof. La seconde affirmation découle de la premiere. Soit f : x — y un morphisme. Par
définition, il existe g tel que fog =idy et go f = id,. Les axiomes satisfaits par le foncteur
F impliquent immédiatement que F'(g) est 'inverse de F(f). O

Par la proposition précédente, disposer d’un foncteur d’une catégorie “compliquée” vers
une catégorie plus simple est souvent un moyen efficace de prouver que deux objets ne sont
pas isomorphes, en effet, il suffit de vérifier que leurs images par le foncteur ne sont pas
isomorphes.

Exemple 22. Deux espaces topologiques qui n’ont pas le méme nombre de composante
connexes ne peuvent pas étre homéomorphes. Deux groupes ne peuvent pas étre isomorphes
s’il n’existe pas de bijections entre leurs ensembles sous-jacents, etc.

La réciproque de la proposition ci-dessus n’est pas vraie en général. On retiendra néam-
mois la proposition suivante.

Proposition 23. Soit F' : C — D un foncteur pleinement fidéle. Soit f : x — y un
morphisme de C. Alors f est un isomorphisme si et seulement si F\(f) est un isomorphisme.

Proof. Soit f : x — y un morphisme tel que F(f) est un isomorphisme. Il existe donc
h: F(y) — F(x) tel que F(f)oh =idp(y) et ho F(f) = idp(). Puisque I est pleinement
fidele, on peut trouver g : y — x tel que F(g) = h. Par définition d’un foncteur, on a alors
F(fog)=1idpy et F(go f) =idp(). Une fois encore, la propriété de pleine fidélité de F
implique que fog=id, et go f =id,. O

3. TRANSFORMATIONS NATURELLES

Définition 24. Soient C et D deux catégories et F' et G deux foncteurs de C vers D. Une
tranformation naturelle de F' vers G est la donnée d’un morphisme T'(z) : F(x) — G(x)
pour tout objet x de C' tel que pour tout morphisme f : z — y dans C, le diagramme suivant

commute

Fla) —2 G(x)

s
Q2
S

N—

T(y)

Exemple 25. Donnons quelques exemples de transformations naturelles. On invite le
lecteur & utiliser ses connaissances mathématiques pour produire d’autres exemples.

e Pour F' n’importe quel foncteur de C vers D, on dispose de la transformation na-
turelle identité de F' notée idp donnée par idp(z) = idp(s).

e Pour tout groupe abélien A, il existe un unique morphisme 0 — A (resp. A — 0).
On vérifie aisément que ces morphismes définissent des transformations naturelles
du foncteur constant de valeur 0 vers le foncteur identité de la catégorie des groupes
abéliens (resp. du foncteur identité vers le foncteur constant).

e Reprenons le foncteur groupe libre construit plus haut. On a dit que pour tout
ensemble S, il existe une application ensembliste évidente S — G(S). On peut
interpréter cette application comme une transformation naturelle idg,s — U o G
ou idgys désigne le foncteur identité de la catégorie des ensembles et U o G est la
composée des foncteurs U et G (on rappelle que U désigne le foncteur oubli de la
catégorie des groupes vers celle des ensembles).
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e Soit V' un espace vectoriel sur un corps k. Il est classique qu’on dispose d’une

inclusion

V= (V)*
de V vers son bidual qui envoie v sur ¢ — ¢(v). On vérifie que cela définit une
transformation naturelle du foncteur identité de la catégorie Vect; vers le foncteur
Vi (V9.

e Soit U : Ann — Ens le foncteur qui envoie un anneau sur son ensemble sous-jacent.
Soit V' : Ann — Ens le foncteur qui envoie un anneau sur ’ensemble des ses éléments
inversibles. On a toujours une inclusion A* — A qui définit une transformation
naturelle V- — U.

e Soit X un espace topologique. On note CC'(X) I’ensemble des composantes connexes
de X, on dispose d’une application continue X — CC(X) (ot CC(X) est muni de
la topologie quotient ; prendre garde au fait que ce n’est pas toujours la topologie
discréte) qui envoie chaque point de X sur la composante connexe dans lequel il vit.
On vérifie que cela définit une transformation naturelle du foncteur identité de Top
vers le foncteur X — CC(X).

e ctc.

Remarque 26. Nous espérons que ces exemples mettent en évidence l'intuition derriere la
notion de transformation naturelle. Si on dispose de foncteurs F' et G de C vers D, une
transformation naturelle est un morphisme F'(z) — G(x) pour tout objet z de C' qui peut
se définir de fagon uniforme pour tous les objets (c’est & dire sans faire de choix).

Etant donnés trois foncteurs F', G et H de C vers D et des transformations naturelles T
de F vers G et U de G vers H, on peut construire une transformation U o T par la formule
UoT(xz) =U(x)oT(x). On a par ailleurs la transformation naturelle identité pour tout
foncteur F. On laisse au lecteur le soin de vérifier que I’on peut ainsi construire une catégorie
dont ’ensemble des objets est ’ensemble des foncteurs de C' & D et dont les morphismes
sont les transformations naturelles. On note cette catégorie Fon(C, D).

Remarque 27. Les transformations naturelles sont des morphismes entre foncteurs, de
méme que les foncteurs sont des morphismes entre catégories. En langage savant cela se
traduit par le fait qu’il existe une 2-catégorie des catégories. Sans entrer dans les détails,
une 2-catégorie est une structure qui ressemble & une catégorie a part que les morphismes
entre deux objets sont eux-méme les objets d’une catégorie.

4. PREFAISCEAUX ET LEMME DE YONEDA

Définition 28. Soit C' une petite catégorie. La catégorie des préfaisceaux sur C' est la
catégorie C' dont les objets sont les foncteurs C°P — Ens et dont les morphismes sont les
transformation naturelles.

Remarque 29. On se restreint a C' une petite catégorie pour s’assurer que la catégorie C
est localement petite.

Définition 30. Soit C' une petite catégorie et x un objet de C. On note h, le préfaisceau
qui envoie un objet y sur 'ensemble Home (y, ) et un morphisme f : u — v sur Papplication

Home (v, ) — Home (u, x)
gr—gof
On appelle h, le préfaisceau représenté par x.

On vérifie facilement qu’il existe un foncteur C' — C qui envoie x sur h, et f:x — y sur
la transformation naturelle
Hom(—, z) — Hom(—,y)

donnée par la postcomposition par f.



RAPPELS DE THEORIES DES CATEGORIES 7

Avant de pouvoir énoncer le lemme de Yoneda, nous avons besoin de fixer une notation.
Soit C' une petite catégorie, z un objet de C' et F' un objet de C’, alors on peut construire
une application

Y, : Homg (hy, F) — F(x)
qui envoie k : h, — F une transformation naturelle sur k(z)(id;). Le lemme de Yoneda est
I’énoncé suivant.

Lemmw 31. L’application Y, est une bijection.

Proof. On construit une application Z, qui va dans I'autre sens. Soit a € F(z). On définit
alors Z,(a) : hy — F une transformation naturelle par la formule

Zy(a)(u) : Home (u, x) — F(u)
fr= F(f)(a)

Il n’est pas difficile de vérifier que Z,(a) est bien une transformation naturelle. I1 faut
alors vérifier que Z, oY, et Y, o Z, sont les application identité de Homp(hy, F') et F(x)
respectivement. ]

Corollaire 32. Le foncteur C' — C qui envoie x sur h, est pleinement fidéle.

Proof. 1l faut montrer que pour toute paire d’objets = et y de C'. 'application
Home (z,y) — Home (ha, hy)

est une bijection. C’est exactement le lemme de Yoneda avec F' = h,,. O

Corollaire 33. Si deux objets x et x' sont tels que h, et hl, sont isomorphes comme pré-
faisceauz alors, x et x’ sont isomorphes dans C.

Proof. 11 suffit d’appliquer la Proposition O
On appelle ce foncteur de C' dans Cle plongement de Yoneda.

Remarque 34. Ce corollaire contient en lui les résultat d’unicité d’objets construit par
propriété universelle. Donnons un exemple, soient M et N deux groupes abéliens et soit
By v le foncteur Ab — Ens qui envoie P sur 'ensemble des applications bilinéaires de
M x N vers P. Ce foncteur peut se voir comme un préfaisceau sur Ab°P. L’existence du
produit tensoriel est équivalente a l'affirmation que ce préfaisceau est isomorphes a hyrgn.
Le corollaire précédent affirme alors que le produit tensoriel est unique a isomorphisme pres.

Dans le méme ordre d’idée, on peut montrer purement catégoriquement 1’isomorphisme
M ® N = N ® M sans utiliser de modele explicite pour le produit tensoriel. Il suffit de
construire un isomorphisme naturel entre les foncteurs Bys,n et By, a. Soit P un groupe
abélien, on dispose d’une bijection évidente

By,n(P) 2 By,n(P)

qui envoie une application bilinéaire (m,n) — ¢(m,n) sur I'application bilinéaire (n,m)
¢(m,n). On vérifie facilement que cela définit bien un isomorphisme naturel.
On construirait de méme 1’isomorphisme d’associativité

(MRN) PEZM®(N®P)

5. ADJONCTIONS

Définition 35. Soient C' et D deux catégories. Une adjonction est un triplet (F, G, i) ou
F:C — D est un foncteur G : D — C' est un foncteur et ¢ est un isomorphisme de foncteurs
C°P x D — Ens

i : Homp(F(-),—) = Homc(—, G(-))
On appelle alors F' ’adjoint a gauche et G I’adjoint a droite.
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Remarque 36. On dit souvent, que le foncteur G est I’adjoint & droite de F' et que le
foncteur F est I'adjoint & gauche de G. En effet comme on le verra dans la Proposition [38]
un adjoint & gauche ou a droite d’un foncteur est uniquement déterminé a isomorphisme
pres.

Etant donné une adjonction (F,G,1) entre les catégories C' et D, on dispose pour tous
les objets ¢ de C' d’un isomorphisme

Homp (F(c), F(c)) 2 Home (¢, G(F(c)))

et donc en particulier d'un morphisme ¢ — G(F'(c)) qui correspond & I'identité de F'(c¢) par
la bijection ci-dessus. On le nomme 'unité de '’adjonction en ¢. Dualement, pour d un objet
de D, on a une bijection

Homp (F(G(d)), d) = Hom(G(d), G(d))

qui nous fournit un morphisme FG(d) — d. On appelle ce morphisme counité de I’adjonction
en d.

Exemple 37. Voici quelques exemples d’adjonctions.

e On a déja vu le foncteur groupe libre G : Ens — Grp et le foncteur oubli U : Grp —
Ens. Comme on I’a observé, il existe une bijection

HomGrP<G(S)7 H) = HomEns (57 H)

On peut vérifier que cette bijection est en fait une transformation naturelle de sorte
que le foncteur G est I’adjoint & gauche de U.

e De méme le foncteur groupe abélien libre Z{—) : Ens — Ab est l’adjoint & gauche du
foncteur oubli U : Ab — Ens.

e Fixons un anneau commutatif k et M un k-module. On dispose d’un foncteur

F': Mod;, — Mody,
N N M

et d’'un foncteur

G Mody — Modyg
N — Homy (M, N)

ot Homy (M, N) désigne I'ensemble des morphismes k-linéaires de M vers N muni
de sa structure évidente de k-module. On peut construire une adjonction dont
I’adjoint & gauche est F' et 'adjoint a droite est G. Il s’agit donc de construire un
isomorphisme naturel

Homyea, (N ®% M, P) = Homyeq,, (N, Homg (M, P))

Par la propriété universelle du produit tensoriel, un morphisme N ®; M — P est
la donnée d’'une application bilinéaire ¢ : N x M — P. A partir de ¢, on peut
construire un morphisme N — Homy (M, P) qui envoie n sur ¢(n,—). Inversement,
étant donné un morphisme g : N — Homy (M, P), on peut construire une application
bilinéaire ¢ : N ®) M — P par la formule ¢(n,m) = g(n)(m). On vérifie facilement
que ces deux applications fournissent un isomorphisme naturel.

e Le foncteur Top — Ens qui envoie un espace topologique sur son ensemble sous-
jacent possede un adjoint a droite et un adjoint a gauche. L’adjoint a gauche est
le foncteur qui muni un ensemble de sa topologie discrete et ’adjoint a droite et le
foncteur qui muni un ensemble de sa topologie grossiere.

La proposition suivante affirme que si un foncteur admet un adjoint a droite, ce dernier
est unique a isomorphisme pres.

Proposition 38. Soit F : C — D un foncteur. S’il existe deur adjonctions (F,G,1) et
(F,G',1"), alors les foncteurs G et G' sont naturellement isomorphes.
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Proof. Construisons un isomorphisme j de G & G’. Pour d un objet de D, on dispose d’un
isomorphisme

Homc¢(—, G(d)) & Home(—, G'(d))
induit par les les isomorphismes 7 et i’. Par le lemme de Yoneda, cela nous fournit un unique
isomorphisme j(d) : G(d) — G’(d). Soit maintenant f :d — d’ un morphisme. Considérons
le diagramme commutatif suivant dans la catégorie des préfaisceaux sur C

Home(—, G(d)) —— Homp (F(~),d) — Home(—, G'(d))

! l |

Home (—, G(d')) —— Homp (F(—),d’) — Home (—, G(d'))

ol les isomorphismes horizontaux sont induits par 7 et ¢’ et les morphismes verticaux par f.
Par définition de j, les lignes horizontales correspondent par 'isomorphisme de Yoneda aux
isomorphismes j(d) : G(d) — G'(d) et j(d') : G(d') — G'(d'). En utilisant encore Yoneda,
on en déduit 'équation G'(f) o j(d) = j(d') o G(f) qui est exactement dire que j est un
isomorphisme naturel. O

6. LIMITES ET COLIMITES

Soit I une petite catégorie, et C' une catégorie quelconque, on dispose d’un foncteur
dr : C — Fun(1,C)
qui envoie l'objet x sur le foncteur d;(z) qui envoie tous les objets de I sur z et tous les

morphismes de I sur id,.

Définition 39. Soit X : I — C un foncteur. On dit qu’une paire (¢, j), oll ¢ est un objet ¢
de C' et j : X — d;c est une tranformation naturelle, est une colimite pour X si la composée

Home(c, —) 6—I> HomFun(l,C)((sI(C)v 6r(=)) i> HomFun(I,C) (X,07(—))

est un isomorphisme de foncteurs.
De méme on dit qu’'une paire (d, ), avec j : ;d — X une transformation naturelle, est
une limite pour X si la composée

s .
Home (—,d) & Hompyn(r,cy(01(—),d1(d)) ERN Hompyn(r,cy(01(—), X)
est un isomorphisme de foncteurs.

11 arrive que des foncteurs I — C ne possédent pas de limite (resp. colimite). Cependant
si une limite (resp. colimite) existe, elle est unique & isomorphisme unique pres par le lemme
de Yoneda. Il n’est donc pas abusif de noter colim; X ou lim; X pour n’importe quel choix
de colimite ou de limite pour X.

Remarque 40. Les notions de colimites et de limites sont duales I'une de l'autre. Plus
précisément, si X : I — C est un foncteur, on peut considérer le foncteur X°P : [°P — (C°P.
La colimite de X°P est la limite de X et la limite de X°P est la colimite de X.

Théoréme 41. Soit F : C — D un adjoint a gauche. Soit I une petite catégorie. Soit
X : I = C, un foncteur. On suppose que X admet une colimite, alors le morphisme

FoX — Fods(colimX) = §;F(colimy X)

fait de F(colim; X) la colimite du diagramme F o X .
De méme si F' : C'— D est un adjoint a droite et si X admet une limite, alors l’application
évidente
51F(11m1X) 2 Fo (5111m1X) —FoX
fait de F(lim; X) la limite du diagramme F o X .

On peut résumer ce théoreme informellement par le slogan “un adjoint a gauche préserve
les colimites et un adjoint & droite préserve les limites”.
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Proof. On traite le cas des limites, l'autre cas se traite dualement. Il s’agit de montrer
que F(lim; X) représente le bon foncteur. On note L : D — C ladjoint a gauche de
F. On note également F : Fun(I,C) — Fun(I, D) le foncteur de postcomposition par F
et L : Fun(I, D) — Fun(I,C) le foncteur de postcompostion par L. On a une structure
d’adjonction sur ces deux foncteurs déduite de ’adjonction entre L et F'

On a une suite d’isomorphisme de foncteurs D°P — Ens.

Homp (—, F(lim; X)) = Home (L(—), lim; X)
= HomFun(I,C) (5IL(_) X)
X

= HomFun(I,C) (f’((sl(i))’ )
=~ HomFun([’D) (51(_)7 F(X))
= Homp(—,lim; F o X)

On peut aussi poser la définition suivante.

Définition 42. Soit I une petite catégorie et C' une catégorie. Si le foncteur é; : C —
Fun(I, C) posséde un adjoint & gauche (resp. & droite), on notera cet adjoint colimy (resp.
lim;) et on lappellera le foncteur de I-colimite (resp. I-limite).

Cette définition n’est pas abusive grace a la proposition suivante.

Proposition 43. Si X : I — C est un foncteur, la counité de l'adjonction (colimp,dr)
en X nous donne un morphisme X — dr(colimy X) qui fait de colimy X la colimite de X.
Dualement lunité de 'adjonction (61,limy) en X donne un morphisme 6;(lim; X) — X qui
fait de lim; X la limite de X.

Proof. Vérification immédiate. O

7. EXEMPLES DE LIMITES ET COLIMITES

Etant donné un ensemble U, on peut considérer U comme une catégorie dont I’ensemble
des objets est U et dont les seuls morphismes sont les identités. Un U-diagramme dans une
catégorie C est simplement la donnée d’une famille d’objets de C' indexée par U.

Définition 44. Soit X : U — C un U-diagramme dans C, sa limite lorsque elle existe est
appellée le produit des objets {X (u)}ycv et sa colimite est appellée le coproduit des objets
{X(w)}uev.

Explicitons ce qu’est le coproduit d’une famille {X (u)},cpy d’objets de C. 1l s’agit d’un
objet Y de C avec la dénnée de morphismes i, : X, — Y pour tout u qui satisfaisant la
propriété universelle suivante :

Pour tout Z dans C' et toute familles de morphismes j, : X, — Z, il existe un unique
morphisme f :' Y — Z tel que f o4, = j, pour tout u. On laisse au lecteur le soin de
se convaincre que cette définition est bien équivalente a celle de la section précédente . De
méme on laisse le soin au lecteur de formuler explicitement ce qu’est le produit de la famille

{X(uw)}uev-

Exemple 45. Donnons quelques exemples de produits et de coproduits.

e Dans le catégorie des ensemble, le produit des objets {X (u)}ycy est simplement
I'ensemble produit [], X(u). Le coproduit des objets {X (u)}uer est 'union dis-
jointe | |, X (u).

e Dans la catégorie des groupes abéliens, le produit des objets {X (u)}yer est le pro-
duit des groupes abéliens et le coproduit des objets {X (u)},cv est la somme directe
@ueU X(u)

e Dans la catégorie Top le produit d’une famille {X (u)},ev est simplement le produit
ensembliste muni de la topologie produit. Le coproduit d’une famille {X (u)}yevr
est le coproduit ensembliste L,y X (u) muni de la topologie dans laquelle un sous
ensemble est un ouvert si son intersection avec chacun des X (u) est ouverte.
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On note P ensemble partiellement ordonné des sous-ensembles stricts de {0,1}. On
vérifie sans peine qu’un foncteur F' de P dans une catégorie C est la donné d’un diagramme
de la forme suivante

Xg 4>X0

i

X1

De méme un foncteur P°P — C est la donnée d’'un diagramme de la forme suivante

Xo

|

X1 HX@

Définition 46. Soit C une catégorie, X : P — C un foncteur, la colimite d’un P-diagramme
dans C' est appellée somme amalgamée du diagramme. De méme la limite d’un P°P-
diagramme dans C' est appellée produit fibré.

Explicitons la notion de somme amalgamée. Si on se donne

Xy —— X,

i

X

un diagramme dans C, sa colimite est un objet Y de C' avec des morphismes ig : Xg — Y
et i1 : X1 — Y qui rendent commutatifs le diagramme suivant

Xg — Xo

|

Xl .*>Y
i1

et satisfaisant la condition universelle suivante :
Pour tout objet Z de C' et tous morphismes jo : Xg = Z et j; : X1 — Z tels que le
diagramme

Xg HXU

b

Xl%Z
J1

commute, il existe un unique morphisme f:Y — Z tel que foig = jg et foii = j;1.
La notion de produit fibré peut s’explicter de maniére analogue (il faut simplement ren-
verser le sens de toutes les fleches, voir Remarque .

Exemple 47. Donnons quelques exemples de sommes amalgamées et de produits fibrés.
e Soit
Xog—— Xo

l

X1

un P-diagramme dans Ens, alors sa somme amalgamée existe et est donnée par
Pensemble quotient (Xo L X1)/ =~ ou =~ est la relation d’équivalence la plus fine qui
identifie un point zg de Xy avec un point z; de X s’il existe un point de X4 dont
I'image dans X est xy et 'image dans X; est z;.
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e Soit

Xo

|

X1 HX@

un P°P-diagramme dans la catégorie Ens. Le produit fibré de ce diagramme existe
et est donné par le sous-ensemble de X x X; contenant les paires (zg,x1) ayant la
méme image dans Xg.

Si dans 'exemple précédent les trois ensemble Xy, X7 et Xz ont une structure de
groupe (resp. groupe abélien, resp. k-module, resp. anneau), alors le produit fibré
ensembliste est naturellement muni de la méme structure et définit le produit fibré
dans Grp (resp. Ab, Mody, An). Ce n’est pas trés suprenant, en effet on rappelle
que dans chaque cas le foncteur oubli est un adjoint a droite, cela implique que
les limites dans Grp (resp. Ab, Mody, An) ont pour ensemble sous-jacent la limite
correspondante dans Ens.

Soit

XQLXO

ill
X1
un P-diagramme dans Ab, alors sa somme amalgamée existe et est donnée par le

groupe abélien quotient (Xo @ X1)/im(Xg) ol im(Xg) désigne 'image du mor-
phisme de groupe abéliens

Xo = Xo® Xy
x> ig(x) +i1(x)

La somme amalgamée dans Mody, se calcule par la méme construction.
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